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2 泊松重建理论

1 前言

本文主要介绍从点云到网格的泊松重建方法，其主要流程如下：

1. 准备点云数据。

2. 对点云数据进行处理，其中包含：点云下采样、去除离群点。

3. 对点云进行法向估计。

4. 使用泊松曲面重建将点云转换为隐式表达的曲面。

5. 将隐式曲面转换为网格。

2 泊松重建理论

泊松曲面重建 (Poisson Surface Reconstruction, PSR) 是 Lorensen 在 2006 年提出来的
一种三维重建方法，其将点云转换为隐式表达的曲面，然后通过 Marching Cubes 等方法将
隐式曲面转换为网格表示。

2.1 指示函数

和之前的很多工作一样，这里也使用了 3D 指示函数 (indicator function) 来表示曲面：

χM(p) =

{
1, p ∈ M

0, p /∈ M
(1)

当点 p 在曲面 M 内部时，χM(p) = 1；当点 p 在曲面 M 外部时，χM(p) = 0。那么我们只

需要能拟合出 χM(p) 函数，就可以表示出曲面 M。

但是直接拟合 χM(p)函数是非常困难的，因此作者提出拟合 χM(p)的梯度场函数 ∇χM，

由于 χM 在曲面内部和外部区域都是常数，所以 ∇χM 在曲面内部和外部区域都是零向量，

仅在曲面边界上有非零值。

另一方面，指示函数的梯度方向跟曲面的法线方向应该是一致的，也就是说我们需要最

小化梯度场 ∇χ 和法向量场 V⃗ 的差异，即最小化以下能量函数：

E(χ) =

∫
M

∥∥∥∇χ(p)− V⃗ (p)
∥∥∥2

dp (2)

其中 V⃗ 表示点云的法向量场，如图 1所示。
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2.2 定义梯度场 2 泊松重建理论
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Abstract

We show that surface reconstruction from oriented points can be cast as a spatial Poisson problem. This Poisson
formulation considers all the points at once, without resorting to heuristic spatial partitioning or blending, and
is therefore highly resilient to data noise. Unlike radial basis function schemes, our Poisson approach allows a
hierarchy of locally supported basis functions, and therefore the solution reduces to a well conditioned sparse
linear system. We describe a spatially adaptive multiscale algorithm whose time and space complexities are pro-
portional to the size of the reconstructed model. Experimenting with publicly available scan data, we demonstrate
reconstruction of surfaces with greater detail than previously achievable.

1. Introduction

Reconstructing 3D surfaces from point samples is a well
studied problem in computer graphics. It allows fitting of
scanned data, filling of surface holes, and remeshing of ex-
isting models. We provide a novel approach that expresses
surface reconstruction as the solution to a Poisson equation.

Like much previous work (Section 2), we approach the
problem of surface reconstruction using an implicit function
framework. Specifically, like [Kaz05] we compute a 3D in-
dicator function χ (defined as 1 at points inside the model,
and 0 at points outside), and then obtain the reconstructed
surface by extracting an appropriate isosurface.

Our key insight is that there is an integral relationship be-
tween oriented points sampled from the surface of a model
and the indicator function of the model. Specifically, the gra-
dient of the indicator function is a vector field that is zero
almost everywhere (since the indicator function is constant
almost everywhere), except at points near the surface, where
it is equal to the inward surface normal. Thus, the oriented
point samples can be viewed as samples of the gradient of
the model’s indicator function (Figure 1).

The problem of computing the indicator function thus re-
duces to inverting the gradient operator, i.e. finding the scalar
function χ whose gradient best approximates a vector field
!V defined by the samples, i.e. minχ ‖∇χ −!V‖. If we apply
the divergence operator, this variational problem transforms
into a standard Poisson problem: compute the scalar func-
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Figure 1: Intuitive illustration of Poisson reconstruction in 2D.

tion χ whose Laplacian (divergence of gradient) equals the
divergence of the vector field !V ,

∆χ ≡ ∇ ·∇χ = ∇ ·!V .

We will make these definitions precise in Sections 3 and 4.

Formulating surface reconstruction as a Poisson problem
offers a number of advantages. Many implicit surface fitting
methods segment the data into regions for local fitting, and
further combine these local approximations using blending
functions. In contrast, Poisson reconstruction is a global so-
lution that considers all the data at once, without resorting
to heuristic partitioning or blending. Thus, like radial basis
function (RBF) approaches, Poisson reconstruction creates
very smooth surfaces that robustly approximate noisy data.
But, whereas ideal RBFs are globally supported and non-
decaying, the Poisson problem admits a hierarchy of locally
supported functions, and therefore its solution reduces to a
well-conditioned sparse linear system.

c© The Eurographics Association 2006.

图 1: 指示函数的梯度方向应该跟曲面的法线方向是一致的。

2.2 定义梯度场

由于 χM 在曲面外到曲面上的过渡是突变的，如果严格计算 χM 的导数的话，那么其导

数在曲面上的值为无穷大。为了避免这种情况，作者提出了一种定义梯度场的方法：即先对

χM 进行平滑处理，然后计算平滑后的 χM 的导数。这里的平滑处理使用了一个高斯滤波器，

即：

F̃ (r) =
1√
2πσ

exp
(
− r2

2σ2

)
(3)

其中 σ 是一个参数，用来控制平滑程度。那么对于点 p，在其周围 q 处的高斯权重为：

F̃p(q) = F̃ (q − p) (4)

对于点 p，使用高斯滤波器对 χM(p) 进行平滑后，其值为邻域点的高斯加权平均值：

(χM ∗ F̃ )(p) =

∫
F̃ (p− q)χM(q)dq

=

∫
M

F̃p(q)dq
(5)

平滑后的梯度场计算公式为：

∇
(
χM ∗ F̃

)
(q0) =

∫
∂M

F̃p(q0)N⃗∂M(p)dp (6)

其中 N⃗∂M(p)是点 p ∈ ∂M 的法向，其方向指向曲面内部。Equation (6)的详细证明见附录 A。

2.3 近似梯度场

Equation (6)是一个连续的积分方程，这里作者使用法向量的离散采样来近似。对于输
入点云数据 S，其中的每个元素 s 都有一个法向量 s.N⃗ 和一个点坐标 s.p。根据 s 将曲面
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2.4 求解泊松方程 2 泊松重建理论

∂M 划分成不相交的局部区域 Ps，然后积分方程可近似为：

∇
(
χM ∗ F̃

)
(q) =

∑
s∈S

∫
Ps

F̃p(q)N⃗∂M(p)dp

≈
∑
s∈S

∫
Ps

F̃s.p(q)N⃗∂M(s.p)ds.p

≈
∑
s∈S

|Ps| F̃s.p(q)s.N⃗ ≡ V⃗ (q)

(7)

第二行用 s.p 代替了 p，第三行用 Ps 的面积 |Ps| 代替了 dp 的积分。
当 S 为均匀分布的点云时，|Ps| 为固定的常数，可以忽略不计，此时有

V⃗ (q) ≈
∑
s∈S

F̃s.p(q)s.N⃗ (8)

也就是将法向量场 V⃗ 近似为采样点 s 法向量的加权平均，如图 2所示。

<latexit sha1_base64="maY5H75yoLbHAJO0Qagak9JdQn8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KomIeix68diC/YA2lM120q7dbOLuRiihv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6nfqtJ1Sax/LejBP0IzqQPOSMGivVH3ulsltxZyDLxMtJGXLUeqWvbj9maYTSMEG17nhuYvyMKsOZwEmxm2pMKBvRAXYslTRC7WezQyfk1Cp9EsbKljRkpv6eyGik9TgKbGdEzVAvelPxP6+TmvDaz7hMUoOSzReFqSAmJtOvSZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2m6INwVt8eZk0zyveZcWrX5SrN3kcBTiGEzgDD66gCndQgwYwQHiGV3hzHpwX5935mLeuOPnMEfyB8/kD3ZWM+w==</latexit>q
<latexit sha1_base64="jwC4LrnZNy1I1Fy6MYfLbluNvmA=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqseiF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GtzO//cS1EbF6xEnC/YgOlQgFo2ilB9P3+uWKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGZpxBUySY3pem6CfkY1Cib5tNRLDU8oG9Mh71qqaMSNn81PnZIzqwxIGGtbCslc/T2R0ciYSRTYzojiyCx7M/E/r5tieO1nQiUpcsUWi8JUEozJ7G8yEJozlBNLKNPC3krYiGrK0KZTsiF4yy+vktZF1atVvfvLSv0mj6MIJ3AK5+DBFdThDhrQBAZDeIZXeHOk8+K8Ox+L1oKTzxzDHzifPwYKjaE=</latexit>s1

<latexit sha1_base64="c0iPT0lKudnsXtu1p6ZFzcKE0ng=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKqMeiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4dua3n1BpHstHM0nQj+hQ8pAzaqz0oPu1frniVt05yCrxclKBHI1++as3iFkaoTRMUK27npsYP6PKcCZwWuqlGhPKxnSIXUsljVD72fzUKTmzyoCEsbIlDZmrvycyGmk9iQLbGVEz0sveTPzP66YmvPYzLpPUoGSLRWEqiInJ7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nZEPwll9eJa1a1busevcXlfpNHkcRTuAUzsGDK6jDHTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAHjo2i</latexit>s2

<latexit sha1_base64="JMuVeuHBl3MCwcaqNLPW+UmzLMI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lU1GPRi8eK9gPaUDbbTbt0swm7E6GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKQw6LrfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x80TZxqxhsslrFuB9RwKRRvoEDJ24nmNAokbwWj26nfeuLaiFg94jjhfkQHSoSCUbTSg+md98oVt+rOQJaJl5MK5Kj3yl/dfszSiCtkkhrT8dwE/YxqFEzySambGp5QNqID3rFU0YgbP5udOiEnVumTMNa2FJKZ+nsio5Ex4yiwnRHFoVn0puJ/XifF8NrPhEpS5IrNF4WpJBiT6d+kLzRnKMeWUKaFvZWwIdWUoU2nZEPwFl9eJs2zqndZ9e4vKrWbPI4iHMExnIIHV1CDO6hDAxgM4Ble4c2Rzovz7nzMWwtOPnMIf+B8/gAJEo2j</latexit>s3
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V (q)
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@M

图 2: V⃗ (q) 可以近似表示成周围采样点法向 s.N⃗ 的高斯加权平均

2.4 求解泊松方程

经过上面的处理，我们得到了法向量场 V⃗ 的近似表达式，接下来我们希望最小化梯度

场 ∇χ和法向量场 V⃗ 的差异，即最小化式 (2)的能量函数，但问题在于 V⃗ 并不是可积的，因
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2.5 自适应八叉树 2 泊松重建理论

此转而最小化 ∇ · V⃗ 和 ∇ · ∇χ = ∆χ 的差异，即：

min
χ

∫
M

(
∇ · V⃗ −∆χ

)2

dp (9)

2.5 自适应八叉树

在具体的实现时，为了减少计算量，需要使用自适应八叉树 (Adaptive Octree) 的数据
结构。对于点集 S 和八叉树 O，我们设定八叉树的最大深度为 D，然后可以构建自适应的

划分，使得每个采样点 s 都落在深度为 D 的叶子节点中。

八叉树中的每一个节点 o 都是三维空间中的一个立方体，其中心位置为 o.c，边长为

o.w。对于每个节点 o，我们可以定义一个节点函数 Fo，使得

Fo(q) = F

(
q − o.c

o.w

)
1

o.w3
(10)

这里 F 为标准高斯分布，也就是说 Fo 是一个以 o.c 为中心，o.w 为标准差的高斯分布。

此时，我们希望用一系列节点函数 {Fo} 来表示向量场 V⃗，观察式(8)，我们知道向量场
可近似表示为采样点法向的加权平均：

V⃗ (q) ≈
∑
s∈S

F̃s.p(q)s.N⃗ (11)

在自适应八叉树数据结构中，我们知道 s.p 会落在一个深度为 D 的叶子节点中，假设节点

为 o，那么我们可以用节点的中心 o.c 来近似代替 s.p，那么有

V⃗ (q) ≈
∑
o∈O

F̃o.c(q)s.N⃗

=
∑
o∈O

F̃ (q − o.c)s.N⃗
(12)

由于滤波函数 F̃ 是对周围的网格进行卷积，其尺度也跟网格宽度一个级别，其标准差为 2−D，

即有

F (q) = F̃
( q

2D

)
(13)

但是仅用网格中心代替采样点仍有不小误差，为了进一步提高精度，作者使用三线性插

值来近似，即

V⃗ (q) ≡
∑
s∈S

∑
o∈NgbrD(s)

αo,sFo(q)s.N⃗ (14)

这里 NgbrD(s) 是离 s.p 最近的八个深度为 D 的邻居节点，αo,s 是插值权重。
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2.6 泊松方程的矩阵描述 2 泊松重建理论

2.6 泊松方程的矩阵描述

在上面，我们已经将 V⃗ 用 Fo 来表示，接下来我们将 χ 也用 Fo 来表示：

χ̃ =
∑
o

xoFo (15)

这里的 xo 是未知的系数。

我们要求解 ∇ · V⃗ = ∆χ，等价于求解 χ̃ 最小化 ∇ · V⃗ 和 ∆χ 在 Fo 上投影的差异：∑
o∈O

∥∥∥〈∆χ̃−∇ · V⃗ , Fo

〉∥∥∥2

=
∑
o∈O

∥∥∥⟨∆χ̃, Fo⟩ −
〈
∇ · V⃗ , Fo

〉∥∥∥2

. (16)

我们将其转换为矩阵形式：

min
x∈R|σ|

∥Lx− v∥2. (17)

其中的 v 是一个 |O| 维的向量 v，其中第 o 个元素为 vo =
〈
∇ · V⃗ , Fo

〉
。这里的 L 是一个

|O| × |O| 的矩阵，使得 Lx 的结果为 ∆χ̃ 在基函数 {Fo} 上的投影。具体而言，L 矩阵的第

(o, o′) 个元素的值为

Lo,o′ ≡
〈
∂2Fo

∂x2
, Fo′

〉
+

〈
∂2Fo

∂y2
, Fo′

〉
+

〈
∂2Fo

∂z2
, Fo′

〉
. (18)

注意这里的 L 是一个对称矩阵，因此原方程可以通过共轭梯度法求解。

2.7 表面提取

在求解泊松方程得到 χ̃ 之后，我们需要将其转换为显示曲面，可以将 χ̃(q) = r 的点都

提取出来，就得到了一个等值面：

∂M̃ ≡
{
q ∈ R3 | χ̃(q) = γ

}
with γ =

1

|S|
∑
s∈S

χ̃(s · p) (19)

这里的 r 取所有数据点的平均值，可以看到缩放 χ̃ 并不会改变提取的表面。

在提取出等值面以后，就可以使用 Marching Cubes 等方法将等值面转换为显式网格。

2.8 非均匀情况

前面都是基于点云均匀分布的情况，对于非均匀的点云，作者提出了一个密度权重项：

WD̂(q) ≡
∑
s∈S

∑
o∈NgbrD̂(s)

αo,SFo(q) (20)
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2.8 非均匀情况 2 泊松重建理论

其中 D̂ ≤ D 是一个预先给定的深度，这里是计算 D̂ 深度节点中的所有节点函数的三线性

插值。

由于面积与采样密度成反比，所以法向量场可重新表示为：

V⃗ (q) ≡
∑
s∈S

1

WD̂(s.p)

∑
o∈NgbrD(s)

αo,sFo(q) (21)

由于节点函数的深度越小，光滑滤波的带宽越大，上式可进一步修改为

V⃗ (q) ≡
∑
s∈S

1

WD̂(s.p)

∑
o∈NgbrDepth(s.p)(s)

αo,sFo(q). (22)

这里的 Depth(s.p) 表示采样点 s ∈ S 的期望深度，它由 s.p 处的密度与平均密度的相对值

确定：

Depth(s.p) ≡ min (D,D + log4 (WD̂(s.p)/W )) (23)

最终提取表面时，使用指示函数的面积加权平均：

∂M̃ ≡
{
q ∈ R3 | χ̃(q) = γ

}
with γ =

∑
1

WD̂(s·p) χ̃(s · p)∑
1

WD̂(s·p)
(24)

7



3 重建总流程

3 重建总流程

3.1 点云数据

这里我们使用经典的 Bunny 模型进行实验，首先通过泊松圆盘采样得到 5000 个点的
点云数据，然后添加均值为 0，标准差为 0.001 的高斯噪声，作为重建流程的输入点云，如
图 3所示。

3.2 点云处理

3.3 体素网格采样

体素网格下采样是将空间分成一个个边长为 r 的立方体网格，然后将每个网格中的点

云取平均值，作为下采样点云。具体流程如下：

1. 计算点集 {p1, p2, · · · pN} 的边界

xmax = max (x1, x2, · · · , xN) , xmin = min (x1, x2, · · · , xN) , ymax = · · · · · ·

2. 根据点集的范围划分体素网格的尺寸 r

3. 计算体素网格的维数
Dx = (xmax − xmin) /r

Dy = (ymax − ymin) /r

Dz = (zmax − zmin) /r

4. 计算每个点所属网格的编号

hx = ⌊(x− xmin) /r⌋

hy = ⌊(y − ymin) /r⌋

hz = ⌊(z − zmin) /r⌋

h = hx + hy ∗Dx + hz ∗Dx ∗Dy

5. 根据步骤 4 中的索引对点进行排序

6. 遍历所有点，对同一网格中的点取平均，得到下采样点云

在点云数量非常多的情况下，O(n logn) 时间复杂度的排序也需要消耗不少时间，此时可以
通过哈希映射的方法进行非精确的近似下采样。
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3.3 体素网格采样 3 重建总流程

(a) Bunny 模型 (b) 泊松圆盘采样点云

(c) 噪声点云 (d) 体素下采样点云

图 3: 点云数据的准备与处理
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3.4 去除离群点 3 重建总流程

3.4 去除离群点

常见的去除离群点的方法有两种，一种是基于半径的，另一种方法是基于统计的。

图 4: 这里的灰点为内点，红点为算法判定的离群点

Radius Outlier Removal

1. 对于每个点，找到 r 半径内的邻居点

2. 统计邻居点个数 k，如果 k < k∗，那么认为是离群点

这种方法的缺陷是需要给定三个参数 r, k 和 k∗。

Statistical Outlier Removal

1. 对于每个点 i，划分一个邻域，找到邻域内的邻居点

2. 计算到所有邻居点 j 的距离 dij
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3.5 法向估计 3 重建总流程

3. 假设距离服从高斯分布 d ∼ N (µ, σ) 进行建模，计算参数

µ =
1

nk

n∑
i=1

k∑
j=1

dij

σ =

√√√√ 1

nk

n∑
i=1

k∑
j=1

(dij − µ)2

4. 如果 µ− 3σ < di < µ+ 3σ，那么认为属于正常点，否则就是离群点

这个比基于噪声的方法更实用，只需确定合适的 k 即可，这里我们使用基于统计的方法

去除离群点，效果如图 4所示：

3.5 法向估计

由于泊松重建需要点云的法向信息，因此我们还需要对点云的法向进行估计。

(a) 法线估计 (b) 法线定向

图 5: 可以看到，定向后的法向具有更好的一致性

3.5.1 PCA 法线估计

法线估计一般使用 PCA算法：先建立 k-d树，对于给定的点 xi ∈ R3，可以快速找到最

近的 k 个邻居点组成 X = [x1, x2, · · · xk] ∈ R3×k，显然，这些点在法向量方向上投影的方差

最小，因此我们可以用协方差矩阵 XX⊤ 的最小特征值所对应的特征向量来作为法向量的估

计。
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3.6 泊松重建 3 重建总流程

3.5.2 法线定向

用 PCA 估计出法线后，这里的法线是没有方向的，我们需要对法线进行重新定向，使
得法线全部朝外。这里一般使用法向传播算法：

1. 将点云中每个点 pi 作为图的顶点，将图的边的权重赋值为 wij = 1 − |ni· nj|, 其中
ni,nj 分别 (pi, pj) 对应的法向，这样就构成了一张黎曼图；

2. 计算黎曼图的最小生成树;

3. 将该黎曼图的关联顶点作为起始点, 并以该点法向方向为参考法向, 遍历黎曼图最小生
成树并进行法向传播。若 ni · nj < 0, 则对法向进行翻转。

其效果如图 5所示。

3.6 泊松重建

由于泊松重建的代码实现非常复杂，因此我们这里选择直接调用 Open3D 中内置的泊
松重建函数 create_from_point_cloud_poisson()，其重建效果如图 6所示。

图 6: 泊松重建得到的网格曲面，彩色的点为泊松重建的输入点云
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3.6 泊松重建 3 重建总流程

对于非均匀分布的点云，泊松重建算法还会计算每个点的密度作为自适应权重，这里我

们将密度也可视化出来，可以看到兔子的右耳处密度较低，该区域的重建效果也相对差一

些。此外，泊松重建使用了自适应八叉树数据结构，这里我们也将其进行了简单的可视化，

如图 7所示。

(a) 密度可视化 (b) 自适应八叉树

图 7: 图 (a) 中紫色表示低密度，黄色表示高密度；图 (b) 中演示的八叉树最大深度为 5，而
在泊松重建中我们使用的最大深度为 8。
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A EQUATION (??)的证明

A Equation (6)的证明

Proof of Equation (6). 我们先计算
(
χM ∗ F̃

)
关于 x 坐标分量的导数，得到：

∂

∂x

∣∣∣∣
q0

(
χM ∗ F̃

)
=

∂

∂x

∣∣∣∣
q=q0

∫
M

F̃ (q − p)dp

=

∫
M

∂

∂x

∣∣∣∣
q=q0

F̃ (q − p)dp

=

∫
M

(
− ∂

∂x
F̃ (q0 − p)

)
dp

= −
∫
M

∇ ·
(
F̃ (q0 − p) , 0, 0

)
dp

=

∫
∂M

〈(
F̃p (q0) , 0, 0

)
, N⃗∂M(p)

〉
dp.

(25)

这里最后一步使用了散度定理∫
M

∇ · G⃗dp =

∫
∂M

〈
G⃗, N⃗∂M(p)

〉
dp (26)

同理，可以计算出关于 y 和 z 坐标分量的导数，得到：

∂

∂y

∣∣∣∣
q0

(
χM ∗ F̃

)
=

∫
∂M

〈(
0, F̃p (q0) , 0

)
, N⃗∂M(p)

〉
dp

∂

∂z

∣∣∣∣
q0

(
χM ∗ F̃

)
=

∫
∂M

〈(
0, 0, F̃p (q0)

)
, N⃗∂M(p)

〉
dp

(27)

将上述三个方程组合起来，得到：

∇
(
χM ∗ F̃

)
(q0) =

∫
∂M

F̃p (q0) N⃗∂M(p)dp (28)
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