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1 Introduction

1.1 问题描述

对于两个 R3中的对应点集 P = {p1,p2, . . . , pn}和Q = {q1, q2, . . . , qn}，
我想找到一个旋转变换使得两个点集在 L1 范数的意义下配准（对于一般的
点云配准来说，此处还需要平移变换，但为简化起见这里省略）。用数学方
式来表示，就是想找到一个旋转矩阵 R⋆ 使得：

R⋆ = argmin
R∈SO(3)

n∑
i=1

∥Rpi − qi∥1 (1)

矩阵 R 如果属于旋转矩阵 SO(3)，则需要满足的条件为：

RRT = I3,det(R) = 1

可将其写成矩阵的形式

R⋆ = argmin
R∈SO(3)

∥RP −Q∥1 (2)

其中 P = [p1,p2, . . . , pn] ∈ R3×n, Q = [q1, q2, . . . , qn] ∈ R3×n。这里的 ∥ · ∥1
表示矩阵所有元素的绝对值之和。

1.2 流形优化介绍

如果没有 SO(3) 这个约束条件，那么我们可以直接计算目标函数的次
梯度，然后使用梯度下降方法求解即可。

f(R) = ∥RP −Q∥1 (3)

∇Rf = sign(RP −Q) · P⊤ (4)

但问题在于我们的 R 需要满足 SO(3) 约束，单纯使用梯度下降并不能
保证满足约束条件。但幸运的是，SO(3) 是欧式空间 R9    中的光滑子流形，
我们可以将每一步的迭代点都限制在流形上，然后就可以在流形空间中使
用那些无约束优化方法了，这就是流形优化。
直观的解释可以参考下图，假设约束流形为M，已知当前迭代点为 xk，

我们先计算目标函数在欧式空间的梯度 −∇f(xk)，但新迭代点 xk−∇f(xk)

不一定在流形M 上，因此我们需要考虑如何构造一个合适的映射，将欧式
空间的中的点映射到M 。
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图 1: 流形优化示意图

首先考虑到切空间 Txk
M 是流形 M 在点 xk 处的线性近似，因此一

个很自然的想法就是先将欧式空间的点投影到切空间 Txk
M 上，然后再将

Txk
M 上的点映射到M ，这样就完成了一次黎曼梯度下降。常规的拟牛顿

法、信赖域法等优化方法都能拓展到流形优化中。
现在我们大体思路已经明确，接下来就是具体计算每一步的变换。若只

是快速上手应用，那么直接套公式即可，但如果想弄清楚公式的每一步是怎
么来的，那么还需要一些黎曼几何的基础知识。

2 黎曼几何基础

2.1 切向量

R(t) 是定义在 SO(3) 上的一条光滑曲线，如果 R(t0) = A，那么 H =

Ṙ(t0) 就是点 A 处的一个切向量。由于 R(t)TR(t) = I ，于是有：

Ṙ(t)TR(t) +R(t)T Ṙ(t) = 0

也就是说在 SO(3)流形中，点 A处的切向量 H 需要满足 HTA+ATH = 0。
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图 2: 示意图

2.2 切空间

所有曲线在点 A 处的切向量构成一个切空间 TASO(3) ，其定义为：

TASO(3) = {H : HTA+ATH = 0}

设 Ω = ATH，那么也可写成：

TASO(3) = {AΩ : Ω + ΩT = 0}

注意此处的 Ω 是一个反对称矩阵。我们知道每一个旋转矩阵都能表示为一
个反对称矩阵的指数映射，而此处点 A 所对应的反对称矩阵恰恰就是 Ω，
这一点我们会在后面提到。

2.3 内积

在定义了切空间后，我们需要在流形的切空间上定义内积。欧式空间
中内积的定义为 ⟨a, b⟩ = aT b ，很自然地，我们可以将该定义沿用到子流形
SO(3) 上，切空间 TXSO(3) 上的内积可定义为

⟨A,B⟩X := vec(A)T vec(B) = tr
(
ATB

)
在切空间中定义了内积后，自然便有了黎曼度量，该流形也就可以称作黎曼
流形了。

2.4 方向导数

对于光滑的实值函数 f : SO(3) → R，我们可以在切空间上定义 f 沿着
切向量 H ∈ TXSO(3) 的方向导数：

Df(X) [H] = lim
t→0

f(X + tH)− f(X)

t
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2.5 黎曼梯度

对于黎曼流形M ，函数 f 在 x 点处的黎曼梯度 gradf(x) 是 TxM 中
的一个向量，由条件(5)唯一确定。

⟨gradf(x), ξ⟩x = Df(x) [ξ] , ∀ξ ∈ TxM (5)

黎曼梯度的方向也是使方向导数最大化的方向。
由于 SO(3) 是欧式空间中的黎曼子流形，因此其黎曼梯度就是欧式空

间中的梯度 ∇f(X) 在切空间 TXSO(3) 上的投影：

gradf(X) = PTXSO(3) (∇f(X))

投影的计算公式为：

PTXSO(3) (M) = Xskew
(
XTM

)
,

其中 skew 是反对称算子：skew (A) = A−AT

2
。

最终算得：

gradf(X) =
1

2

(
∇f(X)−X∇T f(X)X

)
= ∇f(X)−Xsym

(
XT∇f(X)

) (6)

其中 sym(A) = A+AT

2
。

2.6 黎曼 Hessian

对于黎曼流形M 上的实值函数 f : M → R ，给定黎曼联络 ∇̃ ，可计
算其黎曼 Hessian：

Hessf (x) [ξ] := ∇̃ξgradf (x) , ξ ∈ TxM

同样的，要计算 SO(3) 的黎曼 Hessian，只需将其黎曼梯度在欧式空间
中的方向导数投影到切空间上即可：

Hessf (X) [U ] = PTXSO(3) (Dgradf (X) [U ])

= PTXSO(3)

(
∇2f (X) [U ]− Usym

(
XT∇f (X)

)
−XS

)
= PTXSO(3)

(
∇2f (X) [U ]− Usym

(
XT∇f (X)

))
其中 S = sym

(
UT∇f (X) +XT∇2f (X) [U ]

)
，U ∈ TXSO(3)，可算出 XS

在切空间上的投影为 0。
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2.7 测地线

测地线是黎曼流形上连接两点之间的最短曲线，并且测地线的沿曲线
加速度 γ′′ (t) 恒为 0。沿曲线加速度可以通过曲线在欧式空间中加速度的投
影得到：

γ′′ (t) = PTγ(t)M (γ̈ (t))

也就是说，测地线在欧式空间中的加速度方向与切空间垂直。

2.8 指数映射

我们现在要计算切空间 TxM 到流形M 上的映射 f ，一个很自然的想
法就是将切向量 v 投影到流形上，那么哪些条件需要被满足呢？首先，切空
间的原点必须映射到切点，即 f(0) = x；然后直线 vt 在流形上的投影必然
是一条测地线 r(t)；如果切向量 v 的长度变成了原来的 a 倍，那么测地线
的长度也应该要增大到原来的 a 倍。我们将上面这些要求整理之后，得到
如下条件：

图 3: 示意图

对于黎曼流形M 上的一个点 x ，给定 x 点处的一个切向量 v ，寻找
满足以下 3 个条件的测地线 γ(t)：

1. γ(0) = x

2. γ̇(0) = v

3. γ(at;x, v) = γ(t;x, av)
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那么可以定义从切空间 TxM 到流形M 上的映射：

Exp (x, v) = Expx (v) = γ (1;x, v) (7)

该映射就称为在 x 点处的指数映射。
对于 SO(3) 流形，以 X 为起点，沿切向量 H 方向延伸的测地线方程

如下，具体推导过程见附录。

γ (t) = X exp
(
tXTH

)
(8)

由此可知 SO(3) 在 X 处的指数映射为：

ExpX (H) = X exp
(
XTH

)
(9)

2.9 对数映射

对数映射从流形映射到切空间，是指数映射的逆，SO(3) 在 X 处的对
数映射为：

LogX (Y ) = X log
(
XTY

)
(10)

2.10 测地距离

对于点 Y，若 LogX (Y ) = V，那么有 ExpX (V ) = Y，我们可以写出
X 到 Y 的测地线方程：

γ(t) = X exp
(
tXTV

)
(11)

其中 γ(0) = X, γ(1) = Y，那么 X 到 Y 的测地距离为：

dist(X,Y ) =

∫ 1

0

∥γ′(t)∥γ(t) dt

=

∫ 1

0

∥γ(t)XTV ∥γ(t) dt

=

∫ 1

0

∥V ∥γ(t) dt

= ∥V ∥

(12)

由此可见 V 的模长 ∥V ∥ 就是 X 到 Y 的测地距离。
我们闲得无聊可以继续往下算，先设 exp (θ[n]×) = XTY，那么有：

dist(X,Y )2 = ⟨Xθ[n]×, Xθ[n]×⟩

= θ2tr
(
[n]T× · [n]×

)
= 2θ2

(13)

也就是说 X 到 Y 的测地距离为
√
2θ，这里的 θ 是矩阵 XTY 的旋转角。
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3 流形优化算法

3.1 黎曼最速下降法

黎曼最速下降法以 xk处的负黎曼梯度方向为搜索方向 ηk = −gradf (xk)，
然后通过线搜索寻找合适的步长 tk，最后通过指数映射将切向量 tkηk 映射
到流形M 上，作为下一个迭代点 xk+1 = Expxk

(tkηk)。

TxM

M

−∇f(xk)

xk

−gradf(xk)

xk+1

图 4: 黎曼最速下降法

Algorithm 1 黎曼最速下降法
1: Construct an initial x0 ∈ M
2: for k = 0, 1, 2, . . . do
3: ηk = −gradf (xk) ▷ 计算搜索方向
4: Choose tk > 0 ▷ 计算 Armijo 步长
5: xk+1 = Expxk

(tkηk) ▷ 映射回流形上
6: end for

3.2 黎曼牛顿法

黎曼流形上的牛顿迭代步如下：

xk+1 = xk − (Hess f (xk))
−1

[grad f (xk)] (14)

3.3 原问题求解

由于原问题中的 Hess 阵恒为 0，因此不能直接使用牛顿法，这里我们
采用拟牛顿法进行求解。此外为了加快算法的收敛性，我们用 Huber 函数
近似代替绝对值函数。该程序可通过调用 Manopt 优化库 实现。

https://www.manopt.org/index.html
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4 附录

4.1 测地线的计算

计算 SO(3) 流形上以 X 为起点，沿切向量 H 方向延伸的测地线方程。

γT (t) · γ(t) = I (15)

γ̇T (t) · γ(t) + γT (t) · γ̇(t) = 0 (16)

设 Ω(t) = γT (t) · γ̇(t) ，显然 Ω(t) 是反对称矩阵，也有：

γ̇(t) = γ(t) · Ω(t) (17)

γ̇(t) 显然是属于切平面 TXSO(3) 的，因此沿曲线导数就是它本身：

γ′(t) = PTγ(t)M (γ̇ (t)) = γ̇(t) (18)

于是可以计算：

γ′′(t) = PTγ(t)M

(
d
dtγ

′(t)

)
= PTγ(t)M (γ̈ (t))

= PTγ(t)M

(
γ̇(t) · Ω(t) + γ(t) · Ω̇(t)

) (19)

上文提到过投影的计算公式为：

PTXSO(3) (M) = Xskew
(
XTM

)
可计算得：

γT (t)
(
γ̇(t) · Ω(t) + γ(t) · Ω̇(t)

)
= γT (t) · γ̇(t) · Ω(t) + γT (t) · γ(t) · Ω̇(t)

= Ω2(t) + Ω̇(t)

(20)

由于 Ω2(t) 为对称阵，Ω̇(t) 为反对称阵，因此有：

γ′′(t) = γ(t)skew
(
Ω2(t) + Ω̇(t)

)
= γ(t) · Ω̇(t) (21)

Ω̇(t) = γT (t)γ′′(t) (22)

由于 γ(t) 为测地线，有 γ′′(t) = 0 ，于是可推导出：

Ω(t) = γT (0) · γ̇(0) = XTH (23)

解微分方程 γ(t) · Ω = γ̇(t) 得：

γ (t) = X exp
(
tXTH

)
(24)
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5 相关书籍推荐

[Hu et al., 2019] 是袁亚湘团队对流形优化的一个简要介绍，可以看一
看作为入门。

[Boumal, 2020] 最近新出的一本介绍流形优化的书，排版精美内容详
实，如果想深入了解的话强烈推荐看这本书。

[Absil et al., 2008] 为数不多介绍矩阵流形的书，也可以看一看。
[Boumal and Absil, 2011] 主要是 SO(3) 上的流形优化。
[Solà et al., 2020] 这个从机器人应用角度来介绍 SO(3) 上的李群理论。
[Boumal et al., 2013] 是一个 MATLAB 的流形优化库，可以快速上手。
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